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Riassunto 

Si esamina, al variare dell�eccentricità ε  l�insieme di convergenza della serie di Lagrange 
che risolve il problema di Keplero. 
 
 
 
Quadro storico
 
Nel 1770 Lagrange presentò, all�Accademia di Berlino, una pubblicazione1 suddivisa in 
quattro parti in cui:  

• esprimeva le radici di un�equazione algebrica come somme delle potenze di grado 
qualunque  

• esponeva lo sviluppo in serie 
• spiegava come distinguere le radici di un�equazione e come rappresentarle per serie 
• studiava la convergenza delle serie medesime.  

     Applicando i risultati conseguiti, lo stesso studioso, nel 1771, pubblicò un nuovo 
lavoro2 in cui ottenne gli sviluppi in serie di numerose funzioni relative alla meccanica 
celeste. In particolare dall�equazione di Keplero EEM sinε−= , Lagrange ricavò lo 
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per valori molto piccoli dell�eccentricità ε . Successivamente, Laplace3, nei suoi studi 
riuscì a stabilire un confine superiore per l�eccentricità che garantisse la convergenza della 
serie di Lagrange. Un�indagine più approfondita sulla convergenza di una qualsiasi serie 
di Lagrange fu condotta da Cauchy come testimoniano le considerazioni pubblicate in uno 

dei suoi lavori4. In particolare, Cauchy giunse al seguente risultato 
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ossia ε  era la soluzione comune del riportato sistema. Ma la pubblicazione più importante 
sull�argomento è senz�altro quella5 di Rouchè in cui vengono proposte: 

• le condizioni di validità di uno sviluppo in serie di Lagrange 

                                                 
1 Lagrange J.L. �Nouvelle méthode pour resoudre les équations litterales par la moyen des séries�, 1770. 
2 Lagrange J.L. �Sur le problème de Kepler�, 1771. 
3 Laplace P.S.  �Sur le développement de l�anomalie vraie et du rayon vecteur elliptique ��, 1823.  
4 Cauchy A.L. �Sur divers points d�analyse�, 1829.  
5 Rouché E. �Sur la série de Lagrange�, 1862.  
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• svariate applicazioni fra cui quella relativa all�equazione di Keplero 
• una stima dell�errore che si commette troncando una serie di Lagrange al termine 

mon − . 
Interessante è la condizione di Rouché relativa alla convergenza della serie di Lagrange: 
�se esiste (nel piano complesso della variabile E) un contorno S sul quale si abbia 

1
sin

<
− ME

Eε  allora l�equazione di Keplero ammette all�interno di S una sola radice 

(quella cioè che per 0→ε  ha per limite M ) e lo sviluppo in serie converge ad essa�. 
 
 
Introduzione 
 
Fra gli studi compiuti da Keplero6 famose, certamente, sono le sue tre leggi; meno nota, 
ma per questo non meno interessante risulta essere l�equazione di Keplero 

1. EEM sinε−= ,  π20 ≤≤ M  ed 10 << ε  
dove: 

� M  l�anomalia media, ossia la misura dell�angolo descritto nell�intervallo di tempo 

0tt −  da un vettore ruotante intorno ad O  

(centro dell�ellisse),  nel senso del pianeta, con 
velocità angolare n . 

� E  l�anomalia eccentrica, ossia la misura (in 
radianti) dell�angolo BOQ , π20 ≤≤ E   

� 
a

d
=ε  l�eccentricità, 10 <≤ ε  essendo dOS =

____

 

e  aOB =
____

. 

Figura 1. La traiettoria dei  pianeti. 

L�equazione di Keplero, che è un�equazione trascendente, nonostante appaia semplice, 
rappresenta un problema assai complesso per uno studio non numerico. In tal senso 
presenteremo alcune valutazioni numeriche7, in cui assegnato M  ed ε  determineremo E . 
 
 
Talune valutazioni numeriche 
 
Dalla 1, facendo variare i valori assegnati ad  M  ed ε  otteniamo, mediante il metodo 
iterativo, le soluzioni della E : 

                                                 
6 Keplero Giovanni (Weil 1571-Ratisbona 1630). 
7 Le nostre indagini sono state condotte con l�ausilio del software package Mathematica 4.2. 
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Tabella 1. I valori di E  al variare di M  ed ε . 

I valori dell�anomalia eccentrica possono esser ottenuti ricorrendo ad uno sviluppo in 
serie8 del tipo: 
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In questo caso però, prima di procedere con le nostre indagini numeriche, dobbiamo 
fissare anche il numero di addendi della sommatoria che vogliamo prendere in 
considerazione. A fronte di questa ulteriore precisazione, riportiamo alcune valutazioni 
relative sempre ad E , ma al variare dei parametri M , ε  ed N . 
 

 

 
Tabella 2. I valori di E  al variare di M , ε  ed N . 

 

                                                 
8 Tale serie è nota come serie di Lagrange, in onore dello studioso che la determinò nel 1770. 
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Per valutare la bontà dell�approssimazione di E , ottenuta valutando la 2, effettuiamo un 
confronto fra i valori riportati nella tabella 1 e nella tabella 2. 
 

 

 

 
Tabella 3. Stima dell�errore di approssimazione di E . 

Osservando la tabella 3, dobbiamo notare come, anche per valori piccoli di N , l�errore di 
approssimazione sia del tutto minimo; ovviamente all�aumentare di N  l�errore è del tutto 
nullo. 
 
 
Ulteriori considerazioni sulla limitazione di ε  
 
Riportiamo, di seguito, alcune grafici relativi alla 2 per valori fissati di M .  Osservando la 
figura 2 possiamo dedurre che per alcuni valori di ε , la 2 presenta un�anomalia, ed è 
proprio in tal senso che proseguiranno le nostre indagini. Molti studiosi si sono occupati 
della convergenza della 2 ed in particolare un primo confine superiore9 per ε  fu stabilito 
da Laplace (1823).  
 

                                                 
9 66.0<ε . 
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Figura 2. Andamento grafico di E  al variare di M  ed ε  

 
     Per le nostre indagini, fissato come contorno S  il circolo γ  di centro M  e raggio ρ , 

avremo che ϕρ ieME += , essendo [ ]ππϕ ,−∈  in modo da poter  riscrivere la 
condizione di Rouché come: 
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e valutarla numericamente, al fine di capire quale sia la relazione fra ρ  e ϕ . 
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Tabella 4. Valutazione numerica della 3 per 1=M  al variare dei valori ε , ρ  e ϕ . 

 
 
Conclusioni 
 
Dalla tabella 4, appare come la 2 non sia sempre convergente. In particolare possiamo 
ribadire la convergenza semplice e non assoluta della serie di Lagrange ed, infine, una 
eventuale convergenza puntuale per valori di 7.0>ε . 
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